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1 . 導入
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導入

次の定常移流拡散方程式を考える．
−ε∆u+∇ · (βu) + γu = f in Ω

u = gD on ΓD

ε∇u · n = gN on ΓN

(1)

仮定

Ω ⊂ Rd (d = 2, 3)：有界な多角形領域

0 < ε ≤ 1：定数

β ∈ C1(Ω)d，γ ∈ L∞(Ω)

∂Ω = ΓD ∪ ΓN，ΓD ∩ ΓN = ∅,n：∂Ω上の外向き単位法線ベクトル

Γ− := {x ∈ ∂Ω: β · n < 0} ⊂ ΓD，Γ+ := ∂Ω \ Γ−

f ∈ L2(Ω)，gD ∈ H
1
2 (ΓD)，gN ∈ L2(ΓN )

β，γ ともに恒等的に 0である．またはある正定数 ρ0 が存在し，Ω上
ρ(x) := γ + 1

2 div β ≥ ρ0．
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既存の研究

移流拡散方程式に対する不連続 Galerkin法 (DG法)の誤差評価については
次のようなものがある．

[HSS02] 分割が平行四辺形の場合の hp評価．

[AM09] 次の仮定を加えた評価．
ある η ∈ W k+1,∞(Ω)が存在し，
β · ∇η ≥ 2 ∥β∥L∞(Ω) / diamΩが成り立つ．
ある正定数 cβ が存在し，|β| ≥ cβ ∥β∥W 1,∞(Ω) が成り
立つ．
ある正定数 cρ が存在し，shape-regularな三角形分割 Th
に対し，
∥ρ∥L∞(Ω) ≤ cρ(minx∈T ρ(x) + ∥β∥L∞(Ω) /diamΩ)が
T ∈ Th で成り立つ．

[ABCM01] β，γ が 0の場合の評価．

[BMS04] εが 0の場合の評価．
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2 . DG法のスキーム
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DG法のスキーム

Th：Ωの conformingかつ shape-regularな三角形分割
hK = diamK，h = maxK∈Th

hK

区分的 Sobolev空間
Hs(Th) := {v ∈ L2(Ω): v|K ∈ Hs(K) (∀K ∈ Th)}
Eh：K ∈ Th の辺 (または表面)e全体の集合
E◦
h，E∂

h：それぞれ Ωの内部，境界上にある辺 (または表面)全体の集合
ED
h := {e ∈ E∂

h : e ⊂ ΓD}，EN
h ，E+

h ，E−
h についても同様

DG法の有限要素空間
V k
h := {v ∈ L2(Ω): 各K ∈ Th上 k 次以下の多項式 }
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DG法のスキーム

ϕ ∈ Hs(Th)および τ ∈ Hs(Th)d (s > 1/2)に対し，e ∈ Eh 上の averageお
よび jumpを次のように定める．

average{{·}}および jump[[·]]
K1，K2 ∈ Th：e = K1 ∩K2 を満たすもの
ni：Ki における e上の外向き単位法線ベクトルとして，

{{ϕ}} :=
1

2
(ϕ|K1 + ϕ|K2)， [[ϕ]] := ϕ|K1n1 + ϕ|K2n2 on e ∈ E◦

h

{{τ}} :=
1

2
(τ |K1 + τ |K2)， [[τ ]] := τ |K1 · n1 + τ |K2 · n2 on e ∈ E◦

h

{{ϕ}} := ϕ， [[ϕ]] := ϕ|Kn， {{τ}} := τ， [[τ ]] := τ |K · n on e ∈ E∂
h
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DG法のスキーム

各項に関する二次形式を次で定める．

adh(u, v) :=
∑
K∈Th

∫
K
∇u · ∇vdx −

∑
e∈E◦

h∪E
D
h

∫
e
{{∇u}}[[v]]ds+ J(u, v) (2)

J(u, v) :=
∑

e∈E◦
h∪E

D
h

σ

|e|

∫
e
[[u]][[v]]ds (3)

arch (u, v) :=
∑
K∈Th

∫
K
(−uβ · ∇v + γuv)dx

+
∑

e∈E◦
h∪E

+
h

∫
e
{{βu}}[[v]]ds+

∑
e∈E◦

h

1

2

∫
e
|β · n| [[u]][[v]]ds (4)

ただし，σ は正定数とする．
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DG法のスキーム

DG法のスキーム

Find uh ∈ V k
h s.t.

ah(uh, vh) = Fh(vh)
∀vh ∈ V k

h

(5)

ただし，
ah(u, v) := εadh(u, v) + arch (u, v)

Fh(v) :=

∫
Ω
fvdx+ ε

 ∑
e∈ED

h

σ

|e|

∫
e
gDvds+

∑
e∈EN

h

∫
e
gNvds


−

∑
e∈E−

h

∫
e
β · ngDvds (6)
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スキームの適合性

定理 1 (適合性)

s ≥ 2とし，u ∈ H1(Ω) ∩Hs(Th)が (1)の解であるとする．このとき，

ah(u, v) = Fh(v) v ∈ Hs(Th) (7)

が成り立つ．

略証.
(1)に vを掛け，K 上で部分積分したものを足し合わせ，[ABCM01]におけ
る (3.3)の恒等式∑

K∈Th

∫
∂T

(τ · n)ϕds =
∑
e∈Eh

∫
e
{{τ}}[[ϕ]]ds+

∑
e∈E◦

h

∫
e
[[τ ]]{{ϕ}}ds

を用いて整理し，uの e ∈ E◦
h 上の jumpが 0となることを用いればよ

い．
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3 . DG法の誤差評価
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誤差評価で用いる不等式

補題 1 (逆不等式)

K によらない正定数 C が存在し，

|vh|H1(K) ≤ Ch−1
K ∥vh∥L2(K)

∀vh ∈ V k
h (8)

が成り立つ．

補題 2 (トレース不等式)

K によらない正定数 C が存在し，e ⊂ ∂K に対し，

∥v∥L2(e) ≤ C(diam e)−1/2(∥v∥L2(K) + hK |v|H1(K))
∀v ∈ H1(K) (9)

および，
∥vh∥L2(e) ≤ Ch

−1/2
K ∥v∥L2(K)

∀vh ∈ V k
h (10)

が成り立つ．
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拡散項の評価

拡散項の評価のためにHs(Th)上に次のノルムを定める．

∥v∥2d :=
∑
K∈Th

|v|2H1(K) + J(v, v)， ∥v∥2d,∗ := ∥v∥2d +
∑
K∈Th

h2K |v|2H2(K)

定理 2

正定数 σ を十分大きくとれば，hに依存しない正定数 Ci が存在し，

adh(u, v) ≤ C1 ∥u∥d,∗ ∥v∥d
∀u, v ∈ Hs(T ) (11)

および，
adh(vh, vh) ≥ C2 ∥vh∥2d

∀vh ∈ V k
h (12)

が成り立つ．

千葉悠喜, 齊藤宣一 (東京大学 数理科学研究科)移流拡散方程式に対する不連続 Galerkin 法の理論解析における注意2016 年 3 月 4 日 14 / 23



拡散項の評価

略証. (cf. [Riv08] 2.7.1).

(11)については Caucy-Schwartzの不等式とトレース不等式により従う．
δ > 0に対し，Youngの不等式と多項式におけるトレース不等式より，

adh(vh, vh) ≥ ∥vh∥2d −
∑

e∈E◦
h∪E

D
h

∥{{∇vh}}∥L2(e) ∥[[vh]]∥L2(e)

≥ ∥vh∥2d −
∑

e∈E◦
h∪E

D
h

(
|e|
2δσ

∥{{∇vh}}∥2L2(e) +
δσ

2 |e|
∥[[vh]]∥2L2(e)

)

≥ ∥vh∥2d −
C

2δσ
|vh|2H1(K) −

δ

2
J(vh, vh)

となる．σ を十分大きく，δ を十分小さくとれば (12)が成り立つことが分
かる．
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移流項の評価

移流項の評価のために次のノルムを定める．

∥v∥2rc = ∥σ1/2
0 v∥2L2(Ω) +

∑
e∈Eh

∥|β · n| [[v]]∥2L2(e)，

∥v∥2rc,∗ = ∥v∥2rc +
∑
e∈Eh

∥|β · n| {{v}}∥2L2(e)

また P k
h を L2(Ω)から V k

h への L2 射影とする．

定理 3

hに依存しない正定数 Ci が存在し，

arch (u− P k
hu, vh) ≤ C3∥u− P k

hu∥rc,∗ ∥vh∥rc
∀u ∈ Hs(Th)，∀vh ∈ V k

h

(13)
および，

arch (v, v) ≥ C4 ∥v∥2rc
∀v ∈ Hs(Th) (14)

が成り立つ．
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移流項の評価

略証. (cf.[BMS04] 5).

η := u− P k
huとすると，K ∈ Th に対し，

∫
K
η(P 0

hβ) · ∇vhdx = 0となり，

arch (η, vh) =
∑
K∈Th

∫
K
(η(P 0

hβ − β) · ∇vh + γηvh)dx

+ (
∑

e∈E◦
h∪E

+
h

∫
e
{{βη}}[[v]]ds+

∑
e∈E◦

h

1

2

∫
e
|β · n| [[η]][[v]]ds)

=: I1 + I2

となる．
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移流項の評価

略証. (cf.[BMS04] 5).

L2 射影の評価と逆不等式により，

|I1| ≤ C
∑
K∈Th

(|β|W 1,∞(K) ∥∇vh∥L2(K) hK + ∥γ∥L∞(K) ∥vh∥L2(K)) ∥η∥L2(K)

≤ C(|β|W 1,∞(Ω) + ∥γ∥L∞(Ω))
∑
K∈Th

∥η∥L2(K) ∥vh∥L2(K)

となる．同様に I2 についても評価することで (13)が従う．
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移流項の評価

略証. (cf.[BMS04] 5).

e ∈ E◦
h に対し，{{βv}}[[v]] = 1

2{{β}}[[v
2]]，e ∈ E∂

h に対し，
{{βv}}[[v]] = {{β}}[[v2]]であり，部分積分により，

−
∫
K
vβ · ∇vdx =

∫
K
vβ · ∇vdx+

∫
K
v2 div βdx−

∫
∂K

β · nv2ds

であるから，

arch (v, v) =
∑
K∈Th

∫
K
ρv2dx+

1

2

∑
e∈Eh

∫
e
|β · n| [[v]]2ds

≥ 1

2
∥v∥2rc

となる．
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全体の評価

次のノルムを定める．

∥v∥2DG := ε ∥v∥2d + ∥v∥2rc， ∥v∥2DG,∗ := ε ∥v∥2d,∗ + ∥v∥2rc,∗

定理 2と 3より，次の評価が得られる．

定理 4

正定数 σ を十分大きくとれば，h，εに依存しない正定数 Cb，Cc が存在し，

ah(u− P k
hu, vh) ≤ Cb∥u− P k

hu∥DG,∗ ∥vh∥DG
∀u ∈ Hs(Th)，∀vh ∈ V k

h

(15)
および，

ah(vh, vh) ≥ Cc ∥vh∥2DG
∀vh ∈ V k

h (16)

が成り立つ．

千葉悠喜, 齊藤宣一 (東京大学 数理科学研究科)移流拡散方程式に対する不連続 Galerkin 法の理論解析における注意2016 年 3 月 4 日 18 / 23



解の存在と安定性

定理 5 (解の存在と安定性)

DG法 (5)の解 uh ∈ V k
h は一意に存在し，h，εに依存しない正定数 C が存

在し，

∥u∥DG ≤ C(∥f∥L2(Ω) + (1 + ε1/2) ∥gD∥L2(ΓD) + ε1/2 ∥gN∥L2(ΓN )) (17)

が成り立つ．

略証.
ah の強圧性より，

∥uh∥2DG ≤ Cah(uh, uh) = CFh(uh)

≤ C(∥f∥L2(Ω) + (1 + ε1/2) ∥gD∥L2(ΓD) + ε1/2 ∥gN∥L2(ΓN )) ∥uh∥DG

となる．
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スキームの誤差評価

v ∈ Hs(Th)，e ⊂ K ∈ Th に対し，次の補間誤差

|v − P k
h v|Hi(K) ≤ Chmin{k+1,s}−i ∥v∥Hs(K) i = 0, 1 (18)

∥v − P k
h v∥L2(e) ≤ Chmin{k+1,s}−1/2 ∥v∥Hs(e) (19)

が成り立つことから，DG法の誤差評価が次のように得られる．

定理 6 (誤差評価)

u ∈ Hs(Th)，uh ∈ V k
h をそれぞれ (1)，(5)の解とする．このとき，h，εに

依存しない正定数 C が存在し，

∥u− uh∥DG ≤ C(ε1/2 + h1/2)hmin {k+1,s}−1 ∥u∥Hs(Th) (20)

が成り立つ．ただし，∥u∥2Hs(Th) :=
∑

K∈Th ∥u∥
2
Hs(K) である．
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スキームの誤差評価

略証.
定理 4より，

∥uh − P k
hu∥2DG ≤ Cah(uh − P k

hu, uh − P k
hu) = Cah(u− P k

hu, uh − P k
hu)

≤ C∥u− P k
hu∥DG,∗∥uh − P k

hu∥DG

となる．従って，

∥u− uh∥DG ≤ ∥u− P k
h ∥DG + ∥uh − P k

hu∥DG

≤ C∥u− P k
hu∥DG,∗

≤ C(ε1/2 + h1/2)hmin {k+1,s}−1 ∥u∥Hs(Th)

となる．
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まとめと今後の課題

適切な仮定の下で移流拡散方程式の誤差評価をすることができた．

εが hに比べて 0に近いとき，収束のオーダーが 1
2 増えることが確認

できた．

今後は最大値原理といった方程式の持つ構造がどれだけ保つことがで
きるか研究していきたい．
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