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導入
Ω ⊂ R3を有界多面体領域，f ∈ L2(Ω)，g ∈ H1/2(∂Ω)とし，Poisson方
程式 {

−∆u = f inΩ
u = g on ∂Ω

(1)

を有限要素法(FEM)で解くことを考える．{Th}をΩの準一様な四面体分
割，すなわち，正定数γが存在し，h > 0とK ∈ Thに対し，ρK ≥ γhを
満たすとする(ρKはKの内接円の半径)．rを2以上の整数とし，Shを各
要素上でr − 1次以下の多項式となる連続関数全体の空間，S̊hをShの元
であってΩの境界上で0となっているもの全体の空間とする．このとき，

D(u, ψ) :=

∫
Ω

∇u · ∇ψdxとしてFEM近似を{
D(uh, ψ) = (f, ψ)Ω (∀ψ ∈ S̊h)

uh = gI on ∂Ω
(2)

とする．ただし，gIはgのΩ上の拡張のShへのLagrange射影とする．こ
のとき，uとuhのL∞誤差について，Ωが凸領域の場合は[2]などで示さ
れている．今回は，[3]で用いられた2次元非凸多角形領域における手法
を3次元の場合に適用し，適当な仮定の下での誤差評価を示す．

仮定1
(i) ある 3

2 < p ≤ 2が存在し，f ∈ Lp(Ω)ならば−∆u = fの斉次Dirichlet
条件における弱解がu ∈ W 2,p(Ω)となる．

(ii) 凸多面体Ω̃ ⊃⊃ Ωが存在し，その準一様な四面体分割{T̃h}であっ
て，{Th}の拡張であり，定数γが同じとなるものが存在する．

この仮定の(i)について，Ωが凸領域ならばp = 2として成り立つ．(i)を
満たす多面体領域の十分条件は[1]で述べられている．この仮定の下で
(1)の弱解は連続となる．

定理1
Ω ⊂ R3を有界多面体領域，{Th}を準一様な四面体分割で仮定1を満た
すとする．uh ∈ Shが，D(uh, χ) = 0 (∀χ ∈ S̊h)を満たすとする．このと
き，hに依存しない定数Cが存在し，十分小さいhに対し，

∥uh∥L∞(Ω) ≤ C ∥uh∥L∞(∂Ω) (3)

が成り立つ．

略証
|uh(x0)| = ∥uh∥L∞(Ω)となるx0 ∈ Ωに対し，d = dist(x, ∂Ω)，
ρ = max {d, h}とする．このとき，

∥uh∥L∞(Ω) ≤ cρ−3/2 ∥uh∥L2(Sρ(x0))

となる．ここで，Sρ(x0) := {x ∈ Ω: |x− x0| < ρ}である．
ϕ ∈ C∞

0 (Sρ(x0))に対し，v ∈ H1
0(Ω)，vh ∈ S̊hをそれぞれ

D(v, ψ) = (ϕ, ψ)Ω (∀ψ ∈ H1
0(Ω))，D(vh, χ) = (ϕ, ψ)Ω (∀χ ∈ S̊h)

の解とする．このとき，

∥uh∥L∞(Ω) ≤ c(ρ−3/2h−1 |v − vh|W 1,1(Λh)
+ 1) ∥uh∥L∞(∂Ω)

となる．ただし， Λh := {x ∈ Ω: dist(x, ∂Ω) < h}である．
dj = diam(Ω)2−jとし，Aj := {x ∈ Ω: dj+1 < |x− x0| < dj}，
J = min{m ∈ Z : m ≥ log2

diam(Ω)
8ρ }とする．このとき，仮定1-(i)より，

ρ−3/2h−1 |v − vh|W 1,1(Λh)
≤ c

J∑
j=0

ρ−1h−1/2dj |v − vh|H1(Λh∩Aj)

+ ch−1/2 |v − vh|H1(Λh∩S8ρ(x0))

≤ c(h2−3/p + h9/2−6/pρ3/p−5/2)

J∑
j=0

d
3/p−3/2
j

+ ch2−3/pρ3/p−3/2

となる．3
2 < p ≤ 2とh ≤ ρであること，および lim

h→0
h1/2 log h = 0である

ことから(3)が従う．

定理2
Ω ⊂ R3を有界多面体領域，{Th}を準一様な四面体分割で仮定1を満た
すとする．u ∈ C(Ω)とする．uh ∈ Shが，

D(uh, χ) = D(u, χ) (∀χ ∈ S̊h)

かつ∂Ω上uh = uIを満たすとする．ただし，uIはuのShへのLagrange射
影である．このとき，hに依存しない定数Cが存在し，十分小さいhと
χ ∈ Shに対し，

∥u− uh∥L∞(Ω) ≤ C |log h|r ∥u− χ∥L∞(Ω) (4)

が成り立つ．ただし，

r =

{
1 r = 2

0 r > 2
(5)

である．特に，u ∈ Cr(Ω)ならば，

∥u− uh∥L∞(Ω) ≤ Chr |log h|r ∥u∥Cr(Ω) (6)

が成り立つ．

数値計算
L = ((0, 0.5)× (0, 1)) ∪ ((0, 1)× (0, 0.5))
Ω = {((1− z

2)x, (1−
z
2)y, z) ∈ R3 : (x, y) ∈ L, 0 < z < 1}とするとΩは仮

定1を満たす．
Poisson方程式の解が

u(x, y, z) = (2− z)4 sin
2πx

2− z
sin

2πy

2− z
sinπz + xyz

となる問題について，区分的1次多項式(r = 2)を用いて数値計算を行う
とL∞誤差は図1のようになった．グラフより，∥u− uh∥L∞(Ω)はh

2より
少し遅いオーダーで収束しており，(6)においてr = 2とした評価が成り
立っていることがわかる．

図 1: 数値例
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[2] J. Guzmán, et al, Hölder estimates for Green’s functions on convex
polyhedral domains and their applications to finite element methods,
Numerische Mathematik, 112 (2009), 221–243.

[3] A. H. Schatz, A Weak Discrete Maximum Principle and Stability of the
Finite Element Method in L∞ on the Plane Polygonal Domains. I, Math.
Comp. 34 (1980), 77-91.


