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1 . 導入
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導入

偏微分方程式論において，空間の次元 N に関係した臨界値に基づく様々な
臨界現象が知られている．

例：半線形楕円型方程式の正値解

N ≥ 3，Ω ⊂ RN：滑らかな有界領域{
∆u+ |u|p−1 u = 0 (x ∈ Ω)

u = 0 (x ∈ ∂Ω)

について，1 < p < ps = (N + 2)/(N − 2)のとき，正値解は存在し，
p > ps のとき，正値解が存在しない場合がある．

特に高次元の場合に数値計算が可能ならば，実験的な考察を通じて臨界現
象の理解と解明に大いに役立つ．

⃝ 千葉悠喜, 齊藤宣一 (東大数理) 球対称 Poisson 方程式の DG 法 平成 29 年 12 月 14 日 4 / 30



モデル問題

N 次元球状領域 B = {ξ ∈ RN | |ξ|RN < 1}上の次の Poisson方程式を考
える．

Poisson方程式{
−∆ξU(ξ) +Q(ξ)U(ξ) = F (ξ) (ξ ∈ B)

U(ξ) = 0 (ξ ∈ ∂B)
(1)

x = |ξ|とおき，係数関数 Qと F に球対称性 Q(ξ) = q̂(x)と F (ξ) = f̂(x)
を仮定する．
このとき，(1)は次の方程式に帰着される．{

− 1
xN−1

(
xN−1ûx

)
x
+ q̂û = f̂ (x ∈ I = (0, 1))

ûx(0) = û(1) = 0
(2)
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モデル問題

重み関数を用いて特異性を取り除き，FEMを適用した数値計算手法が 2つ
提案されている．(cf. K, Ericsson and V, Thomée. 1984)

1. 重み xN−1 を用いた手法

−(xN−1ûx)x + xN−1q̂û = xN−1f̂

2. 重み xを用いた手法

−(xûx)x + (2−N)ûx + xq̂û = xf̂

後者の手法に対し不連続 Galerkin(DG)法を適用し，各点評価の考察を行う．
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2 . DG法のスキーム
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DG法のスキーム

次の問題を考える．

移流拡散方程式{
−(xux)x + bux + xqu = xf (x ∈ I)

ux(0) = u(1) = 0
(3)

b ≤ 0は定数，q ∈ L∞(I)，q(x) ≥ 0 (x ∈ I)を仮定する．

区間 I に対し，分割 Th = {Ki}i∈Λ を次のように導入する．

0 = x1 < x2 < · · · < xi < · · · < xn = 1

Ki = (xi, xi+1), hi = |Ki| = xi+1 − xi,

h = max
i∈Λ

hi, Λ = {1, 2, . . . , n− 1}

ei = min{hi, hi−1} (i = 2, . . . , n− 1), en = hn−1
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DG法のスキーム

関数空間

Wm,p(Th) = {v ∈ Lp(I) | v|Ki ∈Wm,p(Ki) (i ∈ Λ)}，
Hm(Th) =Wm,p(Th)，Vh = V k

h = {v ∈ L2(I) | v|Ki ∈ Pk(Ki) (i ∈ Λ)}

一般に，v ∈ H1(Th)に対して，vi = v|Ki (i ∈ Λ) と表す．

(u, v)i =

∫ xi+1

xi

uv dx

[[v]]i =


−v1(x1) (i = 1)

vi−1(xi)− vi(xi) (2 ≤ i ≤ n− 1)

vn−1(xn) (i = n)

⟨⟨ v ⟩⟩ i =


v1(x1) (i = 1)
vi−1(xi)+vi(xi)

2 (2 ≤ i ≤ n− 1)

vn−1(xn) (i = n)
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DG法のスキーム

スキーム

Find uh ∈ Vh s.t.
ah(uh, v) = (xf, v) (∀v ∈ Vh)

(4)

ah(u, v) =

n−1∑
i=1

(xux, vx)i −
n∑

i=2

xi ⟨⟨ux ⟩⟩ i[[v]]i +
n∑

i=2

xiσ

ei
[[u]]i[[v]]i

+

n−1∑
i=1

(bu, vx)i −
n∑

i=2

b[[u]]i ⟨⟨ v ⟩⟩ i +
n−1∑
i=2

1

2
|b|[[u]]i[[v]]i +

n−1∑
i=1

(xqu, v)i

σ:処罰パラメータ
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3 . DGスキームの解析
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ノルム

次の DGノルムを導入する．

∥v∥2DG,2,q =

n−1∑
i=1

(xvx, vx)i +

n∑
i=2

xiσ

ei
[[v]]2i +

n∑
i=1

1

2
|b|[[v]]2i +

n−1∑
i=1

(qv, v)i,

∥v∥DG,∞,q = max
i∈Λ

∥vx∥L∞(Ki)
+ max

i=2,...,n
e−1
i |[[v]]i|

+ max
i=2,...,n

| ⟨⟨ vx ⟩⟩ i|+max
i∈Λ

∥qv∥L∞(Ki)
,

∥v∥DG,1 =

n−1∑
i=1

∥xvx∥L1(Ki)
+

n−1∑
i=1

∥v∥L1(Ki)

+

n−1∑
i=1

hi
∣∣vi(xi+1)

∣∣+ n∑
i=2

xi |[[v]]i|

区間分割 {Th}h について準一様性を仮定する．

∃θ0 > 0 s.t. 0 <
hi
hj

≤ θ0 (1 ≤ ∀i, j ≤ n, ∀Th ∈ {Th}h) (A1)
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スキームの解析

補題 1 (ah の適合性)

u ∈ H2(I)が (3)の解であるとする．このとき，

ah(u, v) = (xf, v) (v ∈ H2(Th))

が成り立つ．さらに，uh ∈ Vh が (4)の解ならば，Galerkin直交性

ah(u− uh, vh) = 0 (vh ∈ Vh) (5)

が成り立つ．
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スキームの解析

補題 2 (連続性，強圧性)
(i)

ah(u, v) ≤ C ∥u∥DG,∞,q ∥v∥DG,1 (u ∈ H2(Th), v ∈W 2,1(Th))

を満たす hに依存しない定数 C > 0が存在する．
(ii) 次を満たす定数 σ∗ = σ∗(θ0) > 0が存在する：σ ≥ σ∗ ならば，

ah(vh, vh) ≥
1

2
∥vh∥2DG,2,q (v ∈ Vh)

が成り立つ．

補題 3
DG法 (4)の解 uh ∈ Vh は一意に存在する．
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スキームの解析

略証

n−1∑
i=2

(b(vh)x, vh)i = − b
2
v1h(x1)

2 +
b

2
vn−1
h (xn)

2 +
b

2

n−1∑
i=2

(vi−1
h (xi)

2 − vih(xi))

=
|b|
2
v1h(x1)

2 +
|b|
2
vn−1
h (xn)

2 + b

n∑
i=2

[[vh]] ⟨⟨ vh ⟩⟩

よって，δ > 0に対し次のようになる．

ah(vh, vh) ≥
(
1− 1

2δσ
C

) n−1∑
i=1

(x(vh)x, (vh)x)i +

(
1− 1

2
δ

) n∑
i=2

xiσ

ei
[[vh]]

2
i

+

n−1∑
i=1

(qxvh, vh)i +

n∑
i=1

|b|
2
[[vh]]

2
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スキームの解析

補題 4

u ∈W 1,∞(Th)，uh ∈ Vh に対し，

∥u− uh∥L∞(I) ≤ hmax
i∈Λ

∥(u− uh)x∥L∞(Ki)
+max

i∈Λ

∣∣(u− uh)
i(xi+1)

∣∣
が成り立つ．

略証

x ∈ Ki に対し，

|(u− uh)(x)| ≤
∫ xi+1

x
|(u− uh)x(s)| ds+

∣∣(u− uh)
i(xi+1)

∣∣
≤ h ∥(u− uh)x∥L∞(Ki)

+
∣∣(u− uh)

i(xi+1)
∣∣
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スキームの解析

H2(Th)から Vh への射影 Ph を，v ∈ H2(Th)に対し，次を満たすように定
める．

ah(v − Phv, χ) = 0 (χ ∈ Vh)

この射影について，次が成り立つ．

補題 5

hに依存しない定数 C > 0が存在し，十分小さな hに対し，

∥Phv∥DG,∞,0 ≤ C ∥v∥DG,∞,0 + C ∥q∥L∞(I)max
i∈Λ

∣∣(v − Phv)
i(xi+1)

∣∣
(v ∈ H2(Th))

が成り立つ．特に，q = 0ならば，射影 Ph は ∥·∥DG,∞,0 について連続と
なる．
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スキームの解析

略証

a0(u, v) = ah(u, v)− (xqu, v)とする．次の条件 (i)-(iv)を満たす Vh の基
底の組 {ϕj,l}j∈Λ,l=0,...,k，{ψj,l}j∈Λ,l=0,...,k を構成する．

(i) max
j∈Λ,l=0,...,k

∥ϕj,l∥DG,∞,0 ≤ C

(ii) a0(ϕi,m, ψj,l) = 0 (i ̸= j)

(iii) 行列 Aj = (a0(ϕj,m, ψj,l))ml は正則かつ，∥A−1
j ∥l∞ ≤ C(xj+1hj)

−1

(iv) max
l=0,...,k

∥ψj,l∥DG,1 ≤ C(xj+1hj)
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スキームの解析

略証-各点評価

Phv =
∑

j∈Λ,l=0,...,k

vj,lϕj,l とすると次のようになる．

∥Phv∥DG,∞,0 ≤ Cmax |vi,l|
≤ Cmax

j
∥A−1

j ∥l∞ max
l

(|a0(v, ψj,l)|+ |(xq(v − Phv), ψj,l)|)

≤ C(∥v∥DG,∞,0 + ∥q∥L∞ ∥v − Phv∥L∞)

第 2項に補題 4を適用すると，

∥Phv∥DG,∞,0 ≤ C(∥v∥DG,∞,0 + h ∥Phv∥DG,∞,0

+ ∥q∥L∞ max
i∈Λ

∣∣(v − Phv)
i(xi+1)

∣∣)
となり，hを十分小さくすれば求めたい評価が得られる．
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スキームの解析

略証-{ϕj,l}j∈Λ,l=0,...,k の構成

ϕj,0 =

{
−hj (x < xj+1)

0 (xj+1 < x)

ϕj,1 =


−hj + xj

2 (
xjσ
ej

+ |b|)−1 (x < xj)

(x− xj)− hj (xj < x < xj+1)

0 (xj+1 < x)

ϕj,l =


−hj (x < xj)

hj(
x−xj

hj
)l − hj (xj < x < xj+1)

0 (xj+1 < x)

(l = 2, . . . , k)

このとき，i > j に対し，a0(ϕi,m, ϕj,l) = 0が成り立つ．
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略証-{ψj,l}j∈Λ,l=0,...,k の構成

ψj,l = ϕj,l +
∑

0≤p<j,0≤q≤k

bjlpqϕp,q とする．

このとき，i > j に対し，a0(ϕi,m, ψj,l) = 0が成り立つ．
また，a0(ϕj,m, ψj,l) = a0(ϕj,m, ϕj,m)であるから，補題 2より，Aj は正則
である．

η ∈ Rk+1，y =

k∑
l=0

ηlϕj,k とすると，

ηTAjη = a0(y, y) ≥
1

2
∥y∥2DG,2,0 ≥ C(xj+1hj) |η|

となり，∥A−1
j ∥l∞ ≤ C(xj+1hj)

−1 となる．
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略証-{ψj,l}j∈Λ,l=0,...,k の構成

i < j に対し，(ii)を整理すると，

k∑
q=0

bjliqa0(ϕi,m, ϕi,q) = a0(ϕi,m, ϕj,l −
∑

i<p<j,0≤q≤k

bjlpqϕp,q)

1 ≤ i < j ≤ n− 1, m, l = 0, . . . , k

となり，i = j − 1, j − 2, . . . , 1と逐次的に解くことができる．

⇒条件の (i)-(iii)が成り立つ．
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略証-(iv)の証明

ϕ = ϕj,l，ψ = ψj,l とする．j ≥ 2のとき，

∥ψ∥DG,1 ≤ ∥xϕx∥L1(Kj)
+ ∥ϕ∥L1(K,j) + |b|hj

∣∣ϕj(xj+1)
∣∣+ xj+1 |[[ϕ]]j+1|

+

j−1∑
i=1

(∥xψx∥L1(Ki)
+ ∥ψ∥L1(Ki)

+ |b|hi
∣∣ψi(xi+1)

∣∣+ xi+1 |[[ψ]]i+1|)

となる．(1行目) ≤ Cxj+1hj である．2行目を J とする．Hölderの不等式
より，

J ≤ Cxj+1

[
j−1∑
i=1

∥∥∥x 1
2ψx

∥∥∥2
L2(Ki)

+

j∑
i=2

xiσ

ei
[[ψ]]2i +

j∑
i=1

b

2
[[ψ]]2i

]1/2

+ Cxj+1hj

となる．[ ]内は Ericsson,Thoméeと同様の方法で評価でき，(iv)が示さ
れる．
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スキームの解析

定理 1
u ∈ H2(I)，uh ∈ Vh をそれぞれ (3)，(4)の解とする．このとき，hに依存
しない定数 C > 0が存在し，十分小さな hに対し，

∥u− uh∥L∞(I) ≤ C(h inf
χ∈Vh

∥u− χ∥DG,∞,0 +max
i∈Λ

∣∣(u− uh)
i(xi+1)

∣∣)
max
i∈Λ

∥(u− uh)x∥L∞(Ki)
≤ C( inf

χ∈Vh

∥u− χ∥DG,∞,0 +max
i∈Λ

∣∣(u− uh)
i(xi+1)

∣∣)
が成り立つ．さらに，q = 0ならば，

max
i∈Λ

∥(u− uh)x∥L∞(Ki)
≤ C inf

χ∈Vh

∥u− χ∥DG,∞,0

が成り立つ．
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スキームの解析

略証

χ ∈ Vh に対し，u− uh = (u− χ)− Ph(u− χ)である．補題 4，5より，

∥u− uh∥L∞(I) ≤ h ∥u− uh∥DG,∞,0 +max
i∈Λ

∣∣(u− uh)
i(xi+1)

∣∣
≤ C(h ∥u− χ∥DG,∞,0 + h ∥Ph(u− uh)∥DG,∞,0)

+ max
i∈Λ

∣∣(u− uh)
i(xi+1)

∣∣
≤ Ch ∥u− χ∥DG,∞,0 + Cmax

i∈Λ

∣∣(u− uh)
i(xi+1)

∣∣
max
i∈Λ

∥(u− uh)x∥L∞(Ki)
≤ ∥u− χ∥DG,∞,0 + ∥Ph(u− uh)∥DG,∞,0

≤ C(∥u− χ∥DG,∞,0 + ∥q∥L∞ max
i∈Λ

∣∣(u− uh)
i(xi+1)

∣∣)
となる．
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4 . 数値計算
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数値計算

I = (0, 1), 元の空間の次元 N = 100, b = 2−N , q = 1 + x，σ = 20とし，
Pk 要素を用いて近似解と厳密解の誤差について数値計算を行った．
(i) u(x) = cos π

2x

図: P1 要素における誤差 図: P2 要素における誤差

L∞ ノルムが O(hk+1)，W 1,∞ セミノルムが O(hk)となっている．
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数値計算

I = (0, 1), 元の空間の次元 N = 100, b = 2−N , q = 1，σ = 20とし，Pk

要素を用いて近似解と厳密解の誤差について数値計算を行った．
(ii) u(x) = x1.75 − 1

図: P1 要素における誤差 図: P2 要素における誤差

L∞ ノルムが O(h1.75)，W 1,∞ セミノルムが O(h0.75)となっている．
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数値計算 (参考)

I = (0, 1), 元の空間の次元 N = 100, b = 2−N , q = 1，σ = 20とし，Pk

要素を用いて近似解と厳密解の誤差について数値計算を行った．
(iii) u(x) = x0.75 − 1

図: P1 要素における誤差 図: P2 要素における誤差

L∞ ノルムが O(h0.75)となっている．
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結論

球対称 Poisson方程式から誘導される 1次元移流拡散方程式の DG法
について，L∞ ノルム，W 1,∞ セミノルムによる誤差を，有限要素空間
の近似度合と各小区間の右端点における差を用いて評価することがで
きた．

これらをもとに，非線形問題に対する DG法のスキームの提案とその
解析を行うことが今後の課題である．
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